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I.  Introduction. 

Soit  (X,  2)  un  espace  vectoriel  muni  d'une  tribu.  On  suppose  que 
1 'addition  est  measurable,  de  (X  x  X,  2  x  2)  dans  (X,  2) ,  et  que  2  est 
invariante  par  les  homo the ties,  ou  (cas  dit  topologique)  que  X  est  un 
espace  de  trajectoires  reelles  sur  un  espace  T  muni  de  la  tribu  cylindrique 
engendree  paries  coordonnfees  xt  ,  ou  de  la  tribu  borelienne  pour  une 
topologie  £  plus  fine  que  celle,  a  ,  induite  par  .  Dans  ce  dernier 
cas  la  loi  y  sur  2  sera  supposee  t-reguliere. 

Lorsque  y  est  gaussienne,  dan  le  cas  topologique^,  on  a  y(A)  *  0 
ou  1  pour  toute  partie  A  €  (tribu  completed  pour  y)  et  H-invariante 
(A  +  h  *  A,  tout  h  €  H),  H  'etent  1'espace  autoreprodui scant  habituel 
(suppose  dans  X)  relatif  a  la  covariance  des  v.a.  xt,  x^,  .  Taus  autres 
theorems  de  zero  ou  un  en  decoulent,  en  parti culier  (if  faut  pouver  que 
y(Gx)  >  0  s  H  c  G) 

(1)  y(Gx)  *  0  ou  1  , 

ou  G  est  un  sous-groupe  additif. 

Taus  les  theoremes  de  zero  ou  un  lorsque  y  n'est  plus  guassienne, 
concernent  (1)  (pour  simplifier  nous  supposerons  dans  la  suite  G  €  2) 
mais  en  fait^  le  cas  ou  G  est  vectoriel,  ou  an  mieux  un  r-module 
(run  module  sur  les  corps  des  rationnels)  et  y  semi-stable: 
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pour  un  r  >  0  ,  r.  u  designant  la  loi  de  rc  si  la  v.a.c  a  la  loi  y  . 
L'exposant  p  ,  comme  pour  une  loi  strictement  stable  (:(2)  vant  pour  taut 
r  >  0  ,  ou  taut  r  entier)  €  ]0,  2]  . 

Clairement  le  problW  concerne  d'abird  le  groupe  quotient  X/G  *  G  ,  qui, 
si  X  est  muni  de  la  topologie  £  mais  G  non  ferine^,  n'est  pas  separe  pour 
la  topologie  quotient  (on  ne  sait  rien  sur  la  tribu  2  induite  par  2  dans 

•  y  ^  1 

G)  et  le  probleme  peut  etre  pose  dans  (X,2)  groupe  measurable  (x  x  x'  -►  xx'" 
est  measurable)  ou  topologique  separe^ quel conque  (non  abelien),  avec  G 
sous-groupe  normal . 

Recemment^,  (1)  a  ete*  pouvepour  (X,3)  groupe  abelien  measurable  et 
u  quasienne  centree  en  ce  sens  que  ( ; '  etant  une  replique  Independant  de 
5  de  loi  y  ,  (3')  n'est  pas  necessaire) 

(3)  cc’  et  sont  independantes, 

i  2 

(3')  cc'  a  pour  loi  y  , 

(3")  les  caracteres  ont  des  moments  tous  f  0  . 

Dans(5)  un  theorSme  tres  general  est  donne*  qui,  dans  le  casvectoriel  et  pour 
les  problemes  anterieurs  n'alteint  lui  aussi,  sans  restriction,  que  les  r-modules. 
Nous  domons  ici  un  deuxieme  theoreme  qui  fournit  (1),  dans  un  groups  X 
quelconque,  pour,  entre  autres,  toute  loi  strictement  stable  d'exposant  rationnel 
(ft  1  si  G  n'est  pas  abelien).  y  deslgne  la  n-leme  poduit  de  convolutian 

ft 

de  y  par  elle-meme,  et  n  •  y  (n  •  A)  1 'image  de  y  (de  A)  pour  1 'application 
x  -►  xn  .  e  est  1 'unite7 de  G  . 


VST'" 
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II.  Theoreme. 


Dans  le  groupe  (X,  $),  on  suppose  qui  la  loi  y  verifie 


(4)  n  •  u  *  y  , 


pour  un  couple  n  f  K  .  Dans  le  cas  n  >  K  on  suppose  en  outre 

f  1)  (4)  vaut  avec  d'autres  couples  (n*,  K * )  pour  des  K'  arbitrairement 
\  grands,  cequiest  toujours  vrai  si  G  est  abelien. 


ii)  (4)  vaut  avec  un  n'  multiple  d'un  entier  k'  telque  n  -  K 


k  <  k *  <  min(n,  2k) 


£ 

Soit  G  un  sous-groupe  normal  tel  que  y(Gx)  ou  y  (Gx ' )  soit  >  0 

(pour  un  x  ou  un  x').  Alors  il  existe  un  sous-groupe  Gq  de  G  =  X/G  ,  "a 

^  *  * 

I  elements,  et  a  6  G  telque  dans  G  on  ait 

(6)  y  =  06(a)  *  6(a)c  ,  o  «  loi  de  Harr  sur  Gq  ,  (61)  n  •  a  » 

* 

•V  I  *  n^cessite  que  I  ne  divise  aucum  n' ,  que  Gq  n'ait  aucum  element  g  f  e  , 
dont  l'ordre  divise  n  ou  un  n'  . 

^•)  Corollaire  1. 

Si  (4)  vaut  pour  un  couple  n  <  K  ,  et  pour  des  n'  multiples  de  tout  entier, 
(1)  est  vrai. 

Si  (4)  vaut  pour  un  couple  n  >  K  ,  pour  des  k‘  arbitrairement  grands 
(dans  le  cas  non  abelien)  et  pour  des  n1  multiples  de  tout  entier,  (1)  est  vrai. 


m  Corollaire  2. 

(1)  vaut  pour  toute  loi  strictement  stable  d'exposant  p  3  l/m  rationnel 
f  1  (K^est  1  'exposant  dans  (7)): 

l 

(7)  UK  *  Km  •  v  ,  pour  K  3  2,  3 . 


et  pour  p  3  1  si  X/6  est  abelien  et  p  €  (3")  .  II  suffit  que  (7)  vaille 

pour  des  K  multiples  de  tout  entier.  La  preuve  du  theoreme  se  fera  en  trois 

/  •  •  /  / 

etapes  principales.  On  se  place  dans  (G,  2)  ,  les  points  sont  designes  par 

a,  b,  c  diversement  indexes.  II  fautprouver  que  hq  3  pa  >  0  *»  nQ  *  1  . 

1.  (3)  implique  que  p  est  portie  par  I  a tomes  iqaux. 

On  a  up(an)  s  n  i  Pq  .  Si  on  choisit  n  maximum,  la  relation  de 

K-l 

convolution  un  3  pp'  avec  p'  3  p  s'ecrit 

(8)  pn(an)  3  p’O^)  . 

(8)  montre  que  n  3  nQ  .  les  b^  sont  en  nombre  I  fini,  et  (tiq  est  maximum 
pour  p) 


Puisque  B  3  Ak“^ 

A  se  reduit  a  I 
pA  3  1  et  on  a 

(9)  a'B"1  3  A  ,  tout  a'  €  n.A  3  {a”,  i  3  1,...,  1}  3  Ak  . 

(t),  (65)  suppose  G  abelien,  or  Gx(or  Gx * )  3  G  1  or  p  symmetrique, 
meme  restrection  aux  corollaires  1  and  2  . 


n  3  p(anb^)  pour  taut  b.  g  6  support  de  p'  ,  ^p'(b^)  3  1 

ou  A  est  1'ensemble  de  taus  les  atomes-points  les  p  , 
atomes  a^  de  poids  n  3  1/1  car  p'B  3  1  necessite 


D 

Dans  (9)  les  a'distincts  sont  en  nombre  I  came  tout  A  si  L  <_  un  K'de 
5(11)  ,  car  chaque  A^a  1^  elements  avec  1^  +  avec  t  et  I ^  ■  I  ■  1^ ' , 
argument  essentlel  dans  la  suite. 

2.  Solt  nsK-k,k>0. 

Prenant  b  =  aga^*1*’^  et  a'  *  a”  •  dans  (9)  on  obtient; 

a*'ka2  €A  »  a2a)k"2a]2"ka2‘1  *  e  €  Ak  .  Posant  K-l«kdtr,r<k, 

on  a  8  D  »r  at  Ak*r  done  B  »Ar  *  Artk  et  AkAk  .  Ak-rAk+r  •  Ak-rAr  •  Ak.  Ainst  Ak  est 

un  groupe  Gg  a  I  elements,  et  prenant  un  element  a  €  A,  on  obtient 

cA  *  Ac  =  Gg  pour  c  *  a*k-\  soit  A  »  aGg  »  Gga.  (6)  et  les  conclusions 

de  1 'enonce^s 'en  suivent. 


3.  Le  cas  n=K+k,k>0. 

Prenant  dans  (9)  a'  ■  a”  et  b.  *  a^a^”^"1  avec  a^  €  A£  , 
a|  S  A  et  k'  =  k  +  l  +  1  <_  n  (l  >.  0)  on  obtient  ak  €  Aa^l  tout  i  ,  tout  a^ 


k 1 

Suivant  5(i),  les  a^  sant  distincts  (1  <_  i  <_  I)  car  les  a  .  le  sont  pour 
un  n1  multiple  de  k;  done  on  a  Aa^=  k'.A  .  0e  plus  Ik,=  I  vu  4(i),  done 
A  ■  k’.A  «  A l  ,  et  comme  en  2.,  vu  1'hypothese  l  +  1  <_  k  ,  AKAK 

*Ak  Ak  ^  *  A^+l Ak“^~l  =  Ak  .  La  finde  la  preuve  est  la  meme  qufen  2  . 


n' 


4.  L'hypothese  5(ii)  est  toujours  satisfaite  si  G  est  obeli  en,  car,  se  pi  asant  dans  le 
groupe  abellen  denombrable  engendre* par  A  ,  (4)  ecrite  pour  la  loi  v  (reelle 

/  /  A  Ip  \  iaC  y 

ou  sur  la  clrconflrence  unite)  d'an  caractere  X:v  »  n.v  ,  sltere  en  vN  ■  n  .y 

0  i/  * 

(utlllser  la  fonction  caracterlstique) .  On  notera  que  n'.y  *  y  ,  sachant  (6), 
equlvant  a  "les  gn  ,  g  €  Gg  ,  sont  distincts,  et  an  »  aK".  Vu  ak  «  e  ,  il 
ne  serai t  pas  judicieux  de  poser  que  K*  t  «  avec  n'  . 
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Preuue  du  corolla! re  2. 

*  \  0 

les  cas  p  3  1  doit  etre  traite  a  part,  apes  le  n  1  ,  de  la  preuve 

ci  dessus.  Si  les  elements  de  A  permutent  entre  eux,  plasons  nous  encore 

\ 

dand  le  groupe  abelien  G  denombrable  qui  ils  engendrent.  La  loi  v  d'un 

caractere  x  ,  a  des  moments  u„  verifiant  un  =  un  ,  soit  u,  r  0  etant 

n  n  i 

impossible,  en  posant  *  e  ,  c  >  0:v  est  enroulee  de  la  loi  de  Cauchy 
de  fontion  caracteristique  e1^6”0^'  dans  R  ,  et  ne  peut  etre  discrete  que 
si  chaque  v  est  impropre,  done  y  egalement  (argument  de  (4)  pour  y  €  (3)  , 
apes  avoir  pouve  que  (3)  =»  yG  =  1).  N.B.  une  synthese  de  toutes  ces  questions 
sera  proposee  au  Colloque  de  St  Flour  des  23-28  juin  1980. 

Corollaire  3. 

\ 

Soit  Sy  la  tribu  complete  induite  par  2y  .  On  suppose  que 

Gx  e 2  (ou  Gx‘  €2  „)  avec  la  condition 
u  v 

(*){Uc:  cn  =  a  }  €2y  pour  un  a  de  2y  de  y-mesure  n 
maximum  (parmi  les  a  €Sy) 

Alors  tous  les  resultate  ci-dessus  sont  valables. 

Preuve  du  corollarle  3. 

n  r»  1 

1.  (8)  demeure  inchangee  et  Implique  yn(a  )  ■  n  *  y(a  b“  )  ,  y'(u  b^)  3  1 

(k-l)  K-l 

Tout  b  £  B  »  ub.j  est  y'-nul,  et  comme  tout  a'  '  de  A  ,  avec  A 

•  1/  1 

ensemble  de  tous  les  a tomes -points  de  2y  »  est  de  y*  >  0  (il  faut  entendre 
cela  au  sens  de  (X,2y))  .  on  a  AK‘^  c  B  done  AK"^  «  B  done  A  se  reduit 
aux  I-atomes  y-egaux  de  (8):  A  3  a^"1  .  Alors  1  ■  y^B3  fy(8c"^  yk"2(dc) 
ne'cesslte  un  y(Bc^)  3  1  done  anB”^  c  ce  Bc^  ,  soit  A  3  Bc^  (pulsqu  ils 
ont  tous  deux  I  elements),  et  yA  3  1  . 
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2.  La  peuve  est  inchangee  (cas  n  <  K)  . 

3.  (cas  n  >  K)  .  Les  a^11  sont  y-mesurables,  car  {c:cn  €  n.A>  -  A 
est  y  nul,  done  {c:cn  »  a^0}  ?  utaj  S  a?  =  a"}  •  Vu  nK (n.A)  *  1  , 
U{a..n}  *  AK  car  les  a^  e  AK  sont  tous  de  u*  >  0  done  ne  peuvent 'etre 

A  K 1  n ' 

hours  de  n.A  .  II  en  est  exactement  de  meme  pour  n'.y  =  y  :  les  a^ 

k* 

sont  tous  distincts,  done  les  a^  si  k'  divise  n'  .  Ainsi  les  argument 
utilises  pour  pro  uver  letheoreme  (done  les  corollaries  1  et  2)  restent 
valableso 

Remarque . 

Le  corollaire  2  contient,  pour  G  €  B  ,  le  cas  gaussien  centre  de  (4) 

4  r? 

car  en  ce  cas  on  a  2.y  =  y  dans  X  ,  et  n.y  =  y  dans  G  denombrable 

x  • 

engendrt,  dans  G  ,  par  le  A  du  theoreme:  e'est  dans  le  seul  cas  ou  X 
abelien,  est  separe  par  son  dual  ^  que  nous  savons  que  (3)  ,  (3‘)  et  (3") 
=»  (7)  avec  p  *  2  .  Ce  corollaireprouve  aussi  quedans  X  (si  p  =  1)  abelien 
denombrable  (7)  =»  y  de  Dirac.  Reciproquement  (3")  et  (7)  «  (3)  et  (31 2 3 4 5 6)  . 


(1)  i.e.  les  y(.)  du  dual  de(X,  £),  ou  les  xt  ,  sont,  pour  y,  de  lois  norma les.  Si 
le  dual  de(X,  £)  est  plus  grand  que  celuidelR*  ,  il  suffit  (cf.  (2))  qu'une  base 
de  g-voislnages  de  0  dans  X,  € $0»  P°ur  que  y  gaussienne  pour  T  (done  pour  0) 

le  soit  pour  £  . 

(2)  A.  TORTRAT  Prolong  ements  T-regullers,  application  aux  probability 
auassiennes  Symposia  Mathematica  XXI ( 1977 ) ,  117-138. 

(3)  Nous  exceptons  le  cas  de  y  "convexe,"  cf.  "Convex  measures  on  locally  convex 
spaces,"  by  BORELL  C.  Arkiv  for  Matematlk  12-22(1974). 

(4)  MAREK  KANTER Azero-one  Dichotomies  for  subgroups  of  a  Probability  Space 
(preprint,  1976). 

(5)  Louie,  RAJPUT  and  TORTRAT  A  0-1  law  for  a  class  of  measures  on  groups,  to  appear. 

(6)  supposant  en  outre  que  les  caracteres  engendrent  la  topologle:  definis sent 
une  base  de  voisinages  de  1'unite. 
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